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On the non additivity of the trace in derived categories
Daniel Ferrand
In this note we provide an example of an endomorphism of a short exact sequence of perfect complexes,
with the trace of the middle map not equal to the sum of the traces of the two other ones. The point is
that the squares involved are commutative only up to homotopy. In view of this example I have found
in 1968, Deligne immediately created his ”categories spectrales”, and soon afterwards Illusie introduced
the ”filtered derived categories” where a satisfactory kind of additivity is restored for the trace.
1. Rappels
Re´duisons les rappels au minimum. Soit A un anneau commutatif. On ne conside`re que des complexes
borne´s de A-modules projectifs de type fini
K = · · · −→ Kn−1
d
−→ Kn
d
−→ Kn+1 −→ · · ·
Dans la suite, ils seront nomme´s complexes parfaits (En toute rigueur, il faudrait dire : strictement
parfaits). Pour un endomorphisme de complexe parfait u : K → K, on pose
Tr(u) =
∑
(−1)iTr(ui).
Conside´rons trois complexes parfaits, K, L et M et une suite exacte courte 0 −→ K
j
−→ L
q
−→ M −→ 0
(ce qui veut dire qu’en chaque degre´ n, la suite 0 → Kn → Ln → Mn → 0 est exacte). Conside´rons un
endomorphisme de cette suite exacte, c’est-a`-dire trois endomorphismes de complexes u, v et w tels que
le diagramme
(1)
K
j
−−−−→ L
q
−−−−→ M
u
y v
y
yw
K −−−−→
j
L −−−−→
q
M
soit commutatif. Alors on a la formule d’additivite´
(2) Tr(v) = Tr(u) + Tr(w),
puisqu’elle est vraie degre´ par degre´.
On ve´rifie sans peine que deux endomorphismes homotopes d’un complexe parfait ont la meˆme trace.
On a pu espe´rer que la proprie´te´ d’additivite´ (2) serait conserve´e lorsque le diagramme (1) ne commute
qu’a` homotopie pre`s. Il n’en est rien.
2.- L’exemple
On suppose que l’anneau A contient un e´le´ment ε, non nul et de carre´ nul, et on conside`re les complexes
(parfaits) suivants :
– K est A place´ en degre´ 1 ;
– L = (A
ε
−→ A), en degre´ 0 et 1 ;
– M est A place´ en degre´ 0.
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On a une suite exacte courte de complexes
K −−−−→ L −−−−→ M
A A
ε
y
A A
Finalement, on conside`re les trois endomorphismes u = 0, w = 0, et v =
(
0
ε
)
: L → L (c’est-a`-dire 0 en
degre´ 0, et ε en degre´ 1).
L’additivite´ des traces n’est pas respecte´e puisque Tr(u) = Tr(w) = 0, et Tr(v) = −ε. Or, dans le
diagramme
K −−−−→ L −−−−→ M
0
y v
y
y0
K −−−−→ L −−−−→ M
le carre´ de droite est commutatif, et le carre´ de gauche est commutatif a` homotopie pre`s, comme on le
voit en prenant pour homotopie h l’application identique K1 = A −→ L0 = A, qui est en tirets sur la
figure suivante qui re´sume la situation :
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3.- Commentaires
Au milieu des anne´es 60 je suivais le Se´minaire de Ge´ome´trie Alge´brique pilote´ par Grothendieck. Au
de´but de 1967 il me demanda de faire un expose´, et de le re´diger, sur le de´terminant des complexes parfaits
(l’expose´ XI, manquant dans SGA 6). Ce devait eˆtre, me dit-il, un simple travail de ve´rification a` partir
de ses notes, lesquelles annonc¸aient, entre autre, la multiplicativite´ du de´terminant pour les morphismes
de triangles distingue´s dans la cate´gorie de´rive´e des complexes parfaits (cette multiplicativite´ antraˆıne
l’additivite´ de la trace).
Deux difficulte´s m’empeˆche`rent d’avancer.
- Tenir compte des signes - omnipre´sents - dont on doit affecter les isomorphismes lie´s a` des permu-
tations des facteurs.
- Passer a` la cate´gorie de´rive´e, c’est-a`-dire essentiellement envisager des diagrammes qui ne commu-
tent qu’a` homotopie pre`s.
Pour surmonter la premie`re difficulte´ et rendre compre´hensible le destin de ces signes, Grothendieck
eut, peu apre`s, l’ide´e lumineuse de faire du de´terminant, non un simple module inversible, mais un module
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inversible gradue´ (concentre´ en un seul degre´ si Spec(A) est connexe) : le de´terminant du complexe parfait
· · · −→ Kn −→ Kn+1 −→ · · · ou` Kn est projectif de rang r(n), devient le couple (L, r), ou`
L =
⊗
n
(∧r(n)Kn)(−1)
n
, et r =
∑
(−1)nr(n).
L’isomorphisme de commutativite´ (L, r) ⊗ (M, s) ≃ (M, s) ⊗ (L, r) doit eˆtre affecte´ du signe « de
Koszul » (−1)rs. Voir [KM] (il s’agit bien du produit rs, et non de la somme, comme une coquille p.20
de cet article pourrait le laisser croire).
Que les questions d’homotopie me geˆnassent a` ce point montrait, aux yeux de Grothendieck, mon
inaptitude flagrante. Mais, finalement, j’ai ose´ penser que c’e´tait peut-eˆtre faux, ce qui me conduisit alors
tre`s vite au contre-exemple trivial signale´ plus haut. C’e´tait en juillet 1968. Deligne se mit au travail, et
de`s septembre, il pre´senta ses « cate´gories spectrales » ou` les triangles, les « vrais » , sont assuje´ttis a`
des conditions fortes qui rendent une the´orie du de´terminant possible.
A` ma connaissance, ce texte n’a pas e´te´ publie´.
Voici un extrait de son introduction : L’ide´e est la suivante : les triangles qu’on rencontre « en
pratique » sont toujours de´duits d’un objet plus fin : « un vrai triangle » et, plus important, les en-
domorphismes de triangles qu’on rencontre « en pratique » proviennent toujours d’endomorphismes de
vrais triangles. Pour de tels endomorphismes, la formule [d’additivite´ des traces] redevient correcte.
Malheureusement, les « vrais triangles » de D(A) forment une cate´gorie triangule´e, de meˆme que les
cate´gories des « vrais triangles » de « vrais triangles ». . .Cette machine infernale explique la complica-
tion du formalisme de compatibilite´ requis pour de´finir les « cate´gories spectrales ». . .
Pour mener a` bien cette re´daction il m’aurait fallu alors tout reprendre dans ce nouveau contexte, et
d’abord le comprendre. Une certaine lassitude, et un inte´reˆt pour des sujets plus directement ge´ome´triques
m’ont fait abandonner ce travail, et SGA 6 est paru sans l’expose´ XI.
Peu apre`s, Illusie introduisit ses « cate´gories de´rive´es filtre´es » [Il] ch. V, ou` « la construction du coˆne,
non fonctorielle, est remplace´e par celle de gradue´ associe´, qui l’est. » Dans ce cadre l’additivite´ de la
trace est restaure´e sous la forme suivante (V 3.7.7, p.310) : la trace d’un endomorphisme d’un complexe
filtre´ dont le gradue´ est parfait, est e´gale a` la trace de l’endomorphisme induit sur le complexe gradue´
associe´.
En 1975, Knudsen et Mumford publie`rent un article sur le de´terminant des complexes parfaits [KM].
Ils e´tablissent sa multiplicativite´ pour les endomorphismes de suites exactes courtes (p.41), et ils soulig-
nent en note que les carre´s en jeu doivent eˆtre « vraiment » commmutatifs, et non pas seulement a`
homotopie pre`s. L’exemple signale´ plus haut justifie cette mise en garde. De plus, p.44, ils montrent que
si le sche´ma de base est re´duit, il suffit de supposer la commutativite´ a` homotopie pre`s. L’emploi d’un
nilpotent dans l’exemple est donc ine´vitable.
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